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Sinopsis

Este trabajo presenta las nuevas funcionalidades de ABAL (Aplicacion para Bondad
de Ajuste en Linea). Estas incluyen nuevas distribuciones de probabilidad y la
utilizacion del método de maxima verosimilitud (MLE) para la estimacién de
parametros, para reemplazar los casos tratados con el método de momentos en la
primera version de ABAL. La estimacién MLE utiliza procedimientos de optimizacion
no-lineal los cuales son explicados en este trabajo. Ademas, se incorporaron
funciones gréficas como: graficas Q-Q, P-P y comparacion de distribuciones.

Con estas nuevas funciones, el usuario tendra una variedad de funciones para
visualizar y analizar sus pruebas estadisticas, y con ello decidir si su muestra de
datos puede representarse adecuadamente por alguna ley de probabilidad elegida.
Se espera que los comentarios recibidos por los usuarios enriquezcan y mejoren la
funcionalidad de ABAL.

Para el desarrollo de las nuevas funcionalidades se usaron las librerias: Seaborn,
Statsmodels, Bokeh y Matplotlib. Dichas funciones se adicionaron a la seccion de
ayuda de ABAL, actualmente disponible en la direccion: http://abal.imt.mx/
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Abstract

This work presents the new functions of ABAL (Application for Goodness of Fit
Online). These include news probability distributions and maximum likelihood
estimation of parameters in order to replace the cases using the method of moments
in the first version of ABAL. MLE estimation uses non-linear procedures, explained
in this work. In addition, graphical functions such as: Q-Q graphs, P-P graphs, and
comparison of distributions were incorporated.

With these new features, the user will have a variety of functions to visualize and
analyze his(her) statistical tests, and thereby decide if his(her) data sample can be
adequately represented by some chosen probability law. Feedback from users is
expected to enrich and improve ABAL's functionality.

For the development of the new functionalities, the libraries: Seaborn, Statsmodels,
Bokeh and Matplotlib were used. ABAL is available at the address:
http://abal.imt.mx/.
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Resumen ejecutivo

Este trabajo presenta el desarrollo de nuevas funcionalidades de ABAL, aplicacion
informatica en linea que realiza pruebas de bondad de ajuste que se complementan
con una variedad de graficos para la visualizacion y analisis de los datos de entrada
como: graficos Q-Q, P-P y comparacion de distribuciones.

Las pruebas de bondad de ajuste de ABAL se desarrollaron con el método de
maxima verosimilitud para estimar los parametros, tanto para las nuevas funciones
de probabilidad agregadas como para las que usaban el método de momentos en
la primera version de ABAL. El método de maxima verosimilitud es mas preciso y
estable numéricamente que el método de momentos y permite decidir mejor si un
modelo probabilistico es adecuado dadas las observaciones del usuario.

En el capitulo 1 “Antecedentes” se mencionan los trabajos previos realizados en el
desarrollo de la aplicacion ABAL, como una etapa subsecuente de la Publicacion
Técnica No. 545 “Modelos de probabilidad en transporte e ingenieria. Usos
comunes y ajuste de datos” y la Publicacién Técnica No. 577 “Aplicacion Informatica
para pruebas estadisticas de bondad de ajuste”. Se describen las distribuciones y
pruebas de ajuste disponibles, asi como los métodos utilizados para su desarrollo.

El capitulo 2, “Desarrollo de nuevas funcionalidades de ABAL”, describe el
desarrollo de las nuevas caracteristicas y la definicion de sus requerimientos
integrados en la aplicacion. Estos se describen a través del modelado de diagramas
UML (Lenguaje Unificado de Modelado). Asi mismo, se muestra el prototipo de
disefio de las gréficas incorporadas.

En el capitulo 3, “Otras distribuciones de probabilidad”, se describen las tres
distribuciones que fueron agregadas a ABAL, estas son: Logaritmica, Logistica y
Gumbel. Esta descripcion incluye: el calculo de los parametros a utilizar, su funcién
de probabilidad, su uso en trabajos de investigaciéon y una grafica como ejemplo.

En el capitulo 4 “La estimacion de maxima verosimilitud”, se muestra el desarrollo
de estimadores de maxima verosimilitud para las distribuciones de ABAL y los
planteamientos de programacién no-lineal requeridos en cada caso, asi como su
solucion. Las distribuciones que se incluyen son Logaritmica, Weibull, Logistica,
Gumbel y Gamma.

En el capitulo 5, “Ejemplos de uso de ABAL con datos reales”, se muestran algunos
casos con datos reales de distintas fuentes para ejemplificar nuevas distribuciones
que se agregaron a ABAL, como la distribucion Logaritmica del tipo discreto y las
distribuciones continuas Logistica y Gumbel.
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El capitulo 6 “Resultados y conclusiones” resume el desarrollo de las nuevas
funcionalidades de ABAL, partiendo de la necesidad de mejorar la estimacion de los
parametros de las distribuciones con el uso de estimadores de maxima
verosimilitud, indicando ademas las nuevas graficas que permite realizar ABAL. Asi
mismo, se identificaron algunas lineas de trabajo a futuro.
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Introduccidén

Este trabajo presenta el desarrollo de las nuevas funcionalidades de ABAL una
aplicacion informéatica en linea que realiza pruebas de bondad de ajuste para los
datos de entrada de los usuarios. Estas funcionalidades consisten en la integracion
de tres distribuciones mas: la distribucién Logistica, la Logaritmica y la Gumbel; el
uso de maxima verosimilitud para la estimacion de parametros y nuevas graficas de
utilidad para evaluar la calidad del ajuste de los datos.

Las rutinas de calculo utilizan el método de méaxima verosimilitud debido a que es
mucho mas estable y da resultados de mayor precisiéon. Por este motivo, en la
segunda etapa de la aplicacion ABAL se ha buscado reemplazar el método de
momentos en las distribuciones que lo permitan, y extenderlo a las nuevas
distribuciones de probabilidad que se incluyen en esta segunda etapa de ABAL.

La estimacion de parametros por el método de momentos tiene la ventaja de tener
un manejo algebraico sencillo, sin embargo, al tratar con muestras pequefias, se
dan casos en gue el método de momentos puede dar resultados fuera del rango
esperado para los parametros que estima.

El método de maxima verosimilitud, por otra parte, es mucho mas estable y da
resultados de mayor precision, pero tiene la desventaja que el tratamiento analitico
puede llevar a sistemas de ecuaciones simultaneas no-lineales muy dificiles de
resolver o sencillamente intratables algebraicamente, exigiendo métodos numéricos
y de optimizacién adecuados para su solucion.

En la parte de visualizaciéon, entre las nuevas funcionalidades se afadi6 la
capacidad de generar graficas Q-Q (cuantil-cuantil) y graficas P-P (probabilidad-
probabilidad) que permiten rapidamente una evaluacion gréfica de la bondad del
ajuste de los datos. Las primeras permiten visualizar las comparaciones entre los
cuantiles calculados de la muestra de datos, con los cuantiles tedricos del modelo
de probabilidad probado, mientras que las segundas comparan los valores de
probabilidad empirica a partir de la muestra con los de la probabilidad te6rica del
modelo probado.

En el desarrollo de graficas, también se incluye un modulo para graficar
distribuciones de probabilidad variando pardmetros o comparando modelos, para
tener una visualizacion que ayude al usuario a contrastar sus hipotesis de trabajo.

En los capitulos siguientes se muestran estos desarrollos.
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1. Antecedentes

En el primer trimestre de 2019 el IMT libero la Publicacion Técnica No. 545 “Modelos
de probabilidad en transporte e ingenieria. Usos comunes y ajuste de datos”, en la
que se documentan y resumen las técnicas estadisticas de ajuste de datos que se
requieren para tener un modelo de probabilidad adecuado para los datos de interés.

Asi mismo, a finales del primer semestre del 2020 la Coordinacion de Transporte
Integrado y Logistica del IMT liber6 la Publicacion Técnica No. 577 “Aplicacion
Informatica para pruebas estadisticas de bondad de ajuste”, la cual detalla el
desarrollo de la aplicacién informatica ABAL (Aplicacion para Bondad de Ajuste en
Linea).

En el contenido de dicha publicacion se menciona que como resultado se obtuvo la
version 0.1 de ABAL, que basicamente fue el primer lanzamiento en la Web de
prueba con los usuarios. El titulo de la presente publicacion hace referencia a dicha
version y con la ampliacion del desarrollo de ABAL se actualizara su version a la
1.0.

La aplicacibn ABAL se encuentra disponible en linea en la direccion
http://abal.imt.mx y es de libre acceso para cualquier usuario. Resuelve de manera
practica y eficiente la realizacion de pruebas de bondad de ajuste; ademas, genera
reportes en formato PDF con los resultados del célculo y sus complementos gréaficos
(histogramas).

En la primera version, se pueden encontrar las distribuciones de probabilidad de
uso mas comun en proyectos de investigacion y de solucion de problemas en
ingenieria y transporte. Estas distribuciones son: Uniforme, Normal, Exponencial,
Lognormal, Weibull, Gamma, Binomial, Geométrica (tanto para num. de fallas como
para nim. de ensayos) y Poisson.

La estimacion de parametros en la primera version ABAL utiliza el método de
momentos en los casos de: la Uniforme, la Gamma y la Binomial.

Con la distribucion Weibull el método de momentos se dificulta; asi que, con una
transformacioén logaritmica de la funcion de distribucién acumulada, se obtiene una
forma lineal que admite una regresion lineal para estimar parametros.

En las demas distribuciones se usa el método de maxima verosimilitud para la
estimacion de los parametros.

La tabla 1.1 muestra los tests que ofrece ABAL para cada una de las distribuciones.
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Tabla 1.1 Distribuciones y tests
Ji-cuadrada | Kolmogorov- | Anderson-

Smirnov Darling
Uniforme 4 4
Normal v v
Exponencial v v
Lognormal v v
Weibull v v
Gamma v v
Binomial v
Geomeétrica NuUm. v
de fallas
Geomeétrica
NUm. de ensayos
Poisson
Fuente: Elaboracion propia.

En el desarrollo de ABAL, la estimacién de parametros a partir de la muestra del
usuario, en algunos casos se uso el método de momentos, que iguala los momentos
tedricos del modelo probabilistico con los momentos muestrales, y en otros casos,
donde habia disponible una férmula directa, se us6 el método de méaxima
verosimilitud.




2. Desarrollo de nuevas funcionalidades de
ABAL

El presente capitulo integra los mddulos de desarrollo de las nuevas funcionalidades
de ABAL. Dichos modulos definen los requerimientos que se integraran a la
aplicacion, estos son:

e Desarrollo de graficas Q-Q y P-P.

e Desarrollo de las distribuciones: Logistica, Gumbel y Logaritmica.
e Comparacion de la distribucién en gréficos.

e Desarrollo de rutinas de optimizacion.

e Subir en linea ejemplos de muestras resueltas con ABAL.

e Actualizar el modulo de ayuda.

De acuerdo al Lenguaje Unificado de Modelado (UML), se exponen las nuevas
funcionalidades de ABAL. En cada una de estas se listan sus requisitos
correspondientes al disefio de interfaz y funcionalidad interna. Asi mismo, cada
funcionalidad es modelada en casos de uso como un conjunto de entradas,
comportamientos y salidas. Finalmente, se ilustran las funcionalidades en prototipos
de interfaces.

Es importante citar que, la metodologia de gestion de requerimientos de Google,
menciona que, “para sistemas grandes y complejos es imposible cumplir con los
requerimientos de consistencia y complecion. La razén de esto se debe
parcialmente a la complejidad inherente del sistema y parcialmente a que los
diferentes puntos de vista de los usuarios tienen necesidades inconsistentes. Los
problemas emergen después de un analisis profundo”.

En este sentido, con la especificacion de los nuevos requerimientos se espera
asegurar la complecién® y consistencia? de ABAL, sin embargo, una vez que los

1 Significa que todos los servicios solicitados por el usuario estan definidos.

2 Significa que todos los requerimientos no tienen funciones contradictorias.
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requerimientos sean descubiertos en las diferentes revisiones o en las fases
posteriores del ciclo de vida de ABAL, se procedera a su actualizacion.

2.1 Modulo de graficas Q-Qy P-P

En este apartado se presentan las especificaciones del caso de uso del modulo de
gréficas Q-Q y P-P. El caso describe los datos de entrada y salida del requerimiento.
Cabe sefalar que este proceso de célculo se integrara Unicamente a las
distribuciones continuas. En la tabla 2.1 y 2.2 se describen los requisitos necesarios
para cumplir con este modulo.

Tabla 2.1 Requerimientos de interfaz de gréaficos Q-Q y P-P.

NuUmero de requisito RI-1

Nombre de requisito Opcion de célculo de graficos Q-Q y P-P

Tipo XRequisito | [IRestriccion

Fuente del requisito Equipo de trabajo

Descripcién del requisito Agregar la opcién de célculo de gréaficos Q-Q y P-P

Agregar en la seccion “genera histograma”:
e Un cuadro de opcién (check-box) como opcién de seleccién de calculo: graficos Q-Q.
e Un cuadro de opcién (check-box) como opcién de seleccién de calculo: graficos P-P.
e Un é&rea de vista para ambos graficos.

Prioridad del requisito X Alta/Esencial [IMedia/Deseado [1Baja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 2.2 Requerimientos funcionales de graficos Q-Q y P-P.

NuUmero de requisito RF- 1

Nombre de requisito Desarrollo de gréaficos Q-Q y P-P.

Tipo XRequisito | CIRestriccion

Fuente del requisito Equipo de trabajo

Descripcion del requisito Desarrollar los métodos de célculo para graficos Q-Q y P-P en
todas las distribuciones hasta ahora disponibles en ABAL.

e Como datos de entrada se requiere Unicamente la muestra.

e Desarrollar el proceso de calculo del Q-muestral (probabilidad correspondiente a la
distribucion)

e Obtener los parametros correspondientes a la distribucién y con ello, desarrollar el
proceso de calculo de la Q ~Distribucion.

Prioridad del requisito X Alta/Esencial [OMedia/Deseado [IBaja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.

La figura 2.1 ilustra el modelado del caso de uso de graficos Q-Q y P-P. En este se
observa el flujo de eventos entre el usuario (actor) y la aplicacion web, asi como las
acciones o actividades que lo conforman.
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Figura 2.1 Diagrama de caso de uso: modelado de graficas Q-Q y P-P.

2.2 Modulo distribucidon Logistica

En este apartado se presentan las especificaciones del caso de uso del médulo de
la distribucion Logistica, dicho caso incluye la descripcion de los datos de entrada y
salida del requerimiento.

En las tablas 2.3 y 2.4 se definen los requerimientos de la interfaz y el calculo de las
rutinas de optimizacion respectivamente. En la figura 2.2 se observa el caso de uso
gue muestra el flujo de eventos de los procesos de calculo de la distribucién
Logistica.

Tabla 2.3 Requerimientos de interfaz de la distribucion Logistica.

Nimero de requisito RI-2

Nombre de requisito Requisitos de interfaz para la distribucién Logistica
Tipo XRequisito | CIRestriccion

Fuente del requisito Equipo de trabajo

1. En el apartado de distribuciones de probabilidad continuas, agregar la distribucion
Logistica
2. Agregar una nueva péagina para el calculo de la distribucion Logistica, con las siguientes
secciones:
e Las férmulas que definan la distribucion
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¢ Recomendacién del nimero de datos minimos a ingresar para obtener una
prueba confiable.

Tabla para ingresar la muestra

Seccion de “genera histograma”

Opcién de comparacion de la distribucion en graficos

Opcién de célculo de graficos Q-Q y P-P

Opcion de célculo de tests: Ji-Cuadrada y Kolmogorov-Smirnov

Seccién de resultados con: graficos, datos y descarga de resultados en PDF.

Prioridad del requisito X Alta/Esencial [OMedia/Deseado [IBaja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 2.4 Requerimientos funcionales de la distribucién Logistica.

NuUmero de requisito RF-2

Nombre de requisito Requisitos funcionales para la distribucion Logistica

Tipo XIRequisito | [JRestriccion

Fuente del requisito Equipo de trabajo

Descripcién del requisito Desarrollar los métodos y clases para el calculo de la
distribucion Logistica a partir de Estimadores de Maxima
Verosimilitud.

1. A partir de los pardmetros a y b desarrollar una rutina para el calculo de la funcion
objetivo a maximizar

2. A partir de una funcién de optimizacién, desarrollar una rutina para maximizar la funcion
objetivo y con ello obtener los estimadores MLE necesarios para esta distribucion.

e Endicha rutina restringir el valor de b como >0.0001 para asegurar que el
algoritmo de optimizacién no llegue a usar el valor de cero en sus rutinas de
calculo.

e Una vez obtenidos los valores de los parametros a y b desarrollar un proceso para
el célculo de la prueba Ji-cuadrada.

Prioridad del requisito X Alta/Esencial [IMedia/Deseado [1Baja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 2.2 Diagrama de caso de uso de la distribucién Logistica.

2.3 Modulo distribucion Logaritmica

En este apartado se presentan las especificaciones del caso de uso del médulo de
la distribucion Logaritmica, dicho caso incluye la descripcion de los datos de entrada
y salida del requerimiento.

En las tablas 2.5 y 2.6 se definen los requerimientos de la interfaz y el calculo de las
rutinas de optimizacion respectivamente. En la figura 2.3 se observa el caso de uso
gue muestra el flujo de eventos de los procesos de calculo de la distribucidon
Logaritmica.

Tabla 2.5 Requerimiento de interfaz de la distribucion Logaritmica.

NUumero de requisito

RI-3

Nombre de requisito

Requisitos de interfaz para la distribucién Logaritmica

Tipo

XRequisito | CIRestriccion

Fuente del requisito

Equipo de trabajo

Descripcion del requisito

Actualizacién de la pagina de inicio de ABAL y agregar una
nueva péagina para el célculo de la distribucién Logaritmica.

1. En el apartado de distribuciones de probabilidad discreta, agregar la distribucion Logaritmica.
2. Agregar una nueva pagina para el calculo de la distribucion Logaritmica con las siguientes
secciones:

e Las férmulas que definan la distribucion
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¢ Recomendacién del nimero de datos minimos a ingresar para obtener una
prueba confiable.

Tabla para ingresar la muestra

Seccion de “genera histograma”

Opcién de comparacion de la distribucion en graficos

Opcién de célculo de graficos Q-Q y P-P

Opcion de célculo de tests: Ji-Cuadrada y Kolmogorov-Smirnov

Seccién de resultados con: graficos, datos y descarga de resultados en PDF.

Prioridad del requisito

X Alta/Esencial [IMedia/Deseado [1Baja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 2.6 Requerimientos funcionales de la distribucién Logaritmica.

NUumero de requisito RF-3
Nombre de requisito Requisitos funcionales para la distribucion Logaritmica
Tipo X Requisito | CJRestriccion

Fuente del requisito

Equipo de trabajo

Descripcioén del requisito

Desarrollar los métodos y clases para el calculo de la
distribucion Logaritmica a partir de Estimadores de Maxima
Verosimilitud.

cuadrada.

1. A partir del valor inicial del estimador 8 desarrollar una rutina para el calculo de la
funcion objetivo a minimizar.

2. A partir de una funcién de optimizacion, desarrollar una rutina para minimizar la funcién
objetivo, y con ello cambiar el valor inicial de 6 . De esta forma se logra obtener la
funcion objetivo igual a cero o lo mas cercano posible.

3. Una vez obtenido el valor de & desarrollar una rutina para el célculo de la prueba Ji-

Prioridad del requisito

X Alta/Esencial [IMedia/Deseado [1Baja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 2.3 Diagrama de caso de uso de la distribuciéon Logaritmica.

2.4 Modulo distribucion Gumbel

En este apartado se presentan las especificaciones del caso de uso del médulo de
la distribucién Gumbel, dicho caso incluye la descripcién de los datos de entrada y

salida del requerimiento.

En las tablas 2.7 y 2.8 se definen los requerimientos de la interfaz y el calculo de las
rutinas de optimizacion respectivamente. En la figura 2.4 se observa el caso de uso
que muestra el flujo de eventos de los procesos de calculo de la distribucién

Gumbel.
Tabla 2.7 Requerimientos de interfaz de la distribucién Gumbel.
NuUmero de requisito RI-4
Nombre de requisito Requisitos de interfaz para la distribucién Gumbel.
Tipo X Requisito | ORestriccion
Fuente del requisito Equipo de trabajo

1. En el apartado de distribuciones de probabilidad continua agregar la distribucion Gumbel.

secciones:

2. Agregar una nueva pagina para el calculo de la distribucion Gumbel con las siguientes

11



Ampliacién de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

e Las férmulas que definan la distribucion

Recomendacion del nimero de datos minimos a ingresar para obtener una
prueba confiable.

Tabla para ingresar la muestra

Seccion “genera histograma”

Opcién de comparacion de la distribucion en graficos

Opcion de calculo de graficos Q-Q y P-P

Opcién de célculo de tests: Ji-Cuadrada y Kolmogorov-Smirnov

Seccioén de resultados con: graficos, datos y descarga de resultados en PDF.

Prioridad del requisito X Alta/Esencial [OIMedia/Deseado [IBaja/ Opcional

Fuente: Elaborado por el IMT

Tabla 2.8 Requerimientos funcionales de la distribuciéon Gumbel.

Numero de requisito RF- 4

Nombre de requisito Requisitos funcionales para la distribucién Gumbel.

Tipo XRequisito | CJRestriccion

Fuente del requisito Equipo de trabajo

Descripcion del requisito Desarrollar los métodos y clases para el calculo de la
distribucion Gumbel a partir de Estimadores de Maxima
Verosimilitud.

1. Desarrollar una rutina para estimar el valor inicial del parametro b.

2. Desarrollar una rutina de optimizacién para minimizar la funcion objetivo, y con ello
cambiar el valor inicial del parametro b. De esta forma se logra obtener la funcién
objetivo igual a cero o lo més cercano posible.

3. Una vez obtenido el valor de b desarrollar una rutina para el calculo de la prueba Ji-
cuadrada.

Prioridad del requisito X Alta/Esencial [OMedia/Deseado [JBaja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 2.4 Diagrama de caso de uso de la distribucion Gumbel.

2.5 Desarrollo de rutinas de optimizacion

En este apartado se presentan las especificaciones de los casos de uso para el
desarrollo de rutinas de optimizacién. El objetivo de desarrollar estas rutinas
consiste en encontrar los estimadores MLE para el célculo del test de dichas
distribuciones. De esta manera se consigue actualizar los calculos y con ello obtener

un resultado éptimo.

En la tabla 2.9 se definen los requisitos para el calculo de rutinas de optimizacion.
En la imagen 2.5 se observa el caso de uso que muestra el flujo de eventos de los
procesos de célculo para la distribucién Weibull.

Tabla 2.9 Requerimientos funcionales de la distribucién Weibull.

Numero de requisito RF-5

Nombre de requisito Requisitos funcionales para la distribucién Weibull
Tipo X Requisito | ORestriccion

Fuente del requisito Equipo de trabajo
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Ampliacion de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

1. A partir de los valores iniciales de A,, k, desarrollar una rutina para el calculo de la
funcion objetivo.
2. Desarrollar una rutina de optimizacion para maximizar la funcién objetivo, y con ello
encontrar los estimadores MLE para calcular la distribucion.
e Obtener la funcién objetivo igual a cero o lo mas cercano posible.

Prioridad del requisito X Alta/Esencial [OMedia/Deseado [IBaja/ Opcional

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 2.5 Diagrama de caso de uso de la distribucién Weibull.

En la tabla 2.10 se definen los requisitos para el calculo de rutinas de optimizacion.
En la figura 2.6 se observa el caso de uso que muestra el flujo de eventos de los
procesos de célculo para la distribucion Gamma.

Tabla 2.10 Requerimientos funcionales de la distribucion Gamma.

Nimero de requisito RF-6

Nombre de requisito Requisitos funcionales para la distribucién Gamma.

Tipo XRequisito | CIRestriccion

Fuente del requisito Equipo de trabajo

Descripcioén del requisito Desarrollar los métodos y clases para el calculo de rutinas de
optimizacion

1. A partir de los valores iniciales de «, 8 desarrollar una rutina para el calculo de la
funcion objetivo.
2. Desarrollar una rutina de optimizacion para maximizar la funcién objetivo y con ello
encontrar los estimadores MLE para calcular la distribucion.
e Obtener la funcién objetivo igual a cero o lo méas cercano posible.
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Prioridad del requisito X Alta/Esencial [OMedia/Deseado [1Baja/ Opcional
Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 2.6 Diagrama de caso de uso de la distribucion Gamma.

2.6 Modulo grafico para comparar distribuciones

En este apartado se presentan las especificaciones del caso de uso para el proceso
de comparacién de distribuciones, la cuales, seran visualizadas en diversos
graficos. Las opciones de gréaficos disponibles son: distribucién individual, familia
paramétrica, area bajo la curva y dos distribuciones. En la tabla 2.11 se definen los
requisitos para el célculo de los gréficos y en la figura 2.7 se describe el flujo de
eventos del proceso de calculo.

Tabla 2.11 Requerimientos de interfaz de gréficos parala comparacién de distribuciones.

NuUmero de requisito

RI-5

Nombre de requisito

Comparacion de distribuciones

Tipo

XRequisito

| ORestriccion

Fuente del requisito

Equipo de trabajo

Descripcion del requisito

Agregar nuevas opciones de graficos para la comparacion de
distribuciones.

1. Agregar una seccién de opciones de gréficas que incluya:
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mismo grafico.

Distribucion individual
Familia paramétrica
Area bajo la curva
Dos distribuciones

2. Para generar el grafico de “distribucion individual” se requieren: la distribucién y los
parametros que correspondan a la distribucion.
3. Para el grafico de “familia paramétrica” se requiere: la distribucion y el conjunto de
parametros. Se podran visualizar hasta cuatro comportamientos de la distribucion en un

4. Para el célculo del “area bajo la curva” se requiere especificar las areas sombreadas a
graficar, estas son: cola a la derecha, cola a la izquierda, ambas colas e intermedio.
Posteriormente se requiere el tipo de distribucién, parametros y el acumulado.

Prioridad del requisito CJAlta/Esencial XMedia/Deseado [IBaja/ Opcional
Fuente: Elaborado por el IMT
Validaciones <<incluye>>
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Figura 2.7 Diagrama de caso de uso de comparacioén de distribuciones.

2.7 Despliegue de nuevas funcionalidades

ABAL

de

A continuacion, se presenta el despliegue de las nuevas funcionalidades de ABAL.
Se inicia con las vistas de las distribuciones: logistica, Logaritmica y Gumbel,
posteriormente se muestran las figuras de graficos Q-Q y P-P. Finalmente se
muestra un prototipo de los graficos de comparacion de distribuciones.
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Figura 2.8 Vista de la distribucion Logistica, Logaritmica'y Gumbel.

En la figura 2.9 se muestra una vista de las opciones de gréficas Q-Q y P-P en la
seccion de “otros graficos”. Estos graficos estan disponibles para las distribuciones

continuas.

GENERA HISTOGRAMA OTROS GRAFICOS

L] Grafica Q-Q

Titulo del histograma

L) Gréfica P-P

Titulo en eje X

Calcular prueba Ji-Cuadrada Calcular prueba K-S

Figura 2.9 Vista de opciones de gréaficas Q-Q y P-P.

En la figura 2.10 se muestra un ejemplo de las graficas Q-Q y P-P para una
distribuciéon Uniforme. Se observa (para todas las graficas de este tipo) al costado
derecho, un conjunto de herramientas para manipular los graficos, de las cuales
destaca la opcion: “Save”, icono en forma de disco, el cual, permite descargar los
gréficos en la carpeta de “Descargas” de Windows, para su uso posterior.
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Figura 2.10 Vista de las graficas Q-Q y P-P para una distribucién Uniforme.
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En la figura 2.11 se muestra una vista de las graficas Q-Q y P-P para una
distribucion Normal.
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Figura 2.11 Vista de las graficas Q-Q y P-P para una distribuciéon Normal.

En la figura 2.12 se muestra una vista de las graficas Q-Q y P-P para una
distribucion Exponencial.
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Figura 2.12 Vista de las gréaficas Q-Q y P-P para una distribuciéon Exponencial.

En la figura 2.13 se muestra una vista de las graficas Q-Q y P-P para una
distribucién Lognormal.

Grafica Q-Q Lognormal Grafica P-P Lognormal
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Figura 2.13 Vista de las graficas Q-Q y P-P para una distribucién Lognormal.

18



2 Desarrollo de nuevas funcionalidades de ABAL

En la figura 2.14 se muestra una vista de las graficas Q-Q y P-P para una
distribucion Weibull.
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Figura 2.14 Vista de las graficas Q-Q y P-P para una distribucion Weibull.

En la figura 2.15 se muestra una vista de las graficas Q-Q y P-P para una
distribucién Gamma.
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Figura 2.15 Vista de las graficas Q-Q y P-P para una distribucién Gamma.

En la figura 2.16 se muestra una vista del prototipo de las gréficas de comparacion
de distribuciones. Conforme se realicen mas pruebas en produccion, este disefio
podria variar ligeramente.
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Figura 2.16 Vista de las graficas de comparacion de distribuciones.
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3. Otras distribuciones de probabilidad

En la primera etapa de la aplicacion ABAL se desarrollaron las pruebas de bondad
de ajuste de seis distribuciones continuas: Uniforme, Normal, Exponencial,
Lognormal, Weibull y Gamma, asi como de tres distribuciones discretas: Binomial,
Geométrica (en sus dos versiones, num. de fallas previas al éxito y num. de ensayos
para el éxito) y Poisson.

En esta segunda etapa se agregan tres distribuciones mas: la distribucion discreta
Logaritmica, y las distribuciones continuas Logistica y Gumbel.

3.1 Distribucion Logaritmica

La distribucion Logaritmica es una distribucion discreta que toma valores positivos
enteros a partir de 1, y que presenta colas alargadas hacia la derecha. En la
literatura es comun que se presente como una derivacion basada en el desarrollo
de la serie de Maclaurin para el logaritmo natural de la variable (1 — x):

2 43
—In(1—x)=x + - +?+ wjpara —1<x<1

Con un pardmetro 0 < 8 <1 y la igualdad de la serie de Maclaurin anterior, se
verifica la siguiente ecuacion, que se interpreta como la suma de probabilidades
discretas que define a la distribucién logaritmica:

zoo _1 gk B 1
w=1n(1—0) k

Por lo que la funcién de probabilidad de la variable aleatoria Logaritmica X es:

-1 6"

P[X:k]:m?

s k=1,2,..00, 0<8<1

Esta distribucion puede modelar conteo de eventos de interés, donde el resultado
son numeros enteros positivos a partir de 1. Por comodidad en las expresiones

- -1 ., -
suele escribirse: a = R lo que la funcion de probabilidad resulta:

ok -1
PlX = = —_— =1,2,..00; 1,a=——
[ k] ak,k ,2,..0;, 0<60<1;a I —0)

La media y la varianza de la distribucién Logaritmica son como sigue.
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Media = afb
e1a—(1_9)
Vari _a9(1—a0)
arianza = 1-0)

Aunqgue la motivacion de la distribucién Logaritmica parece puramente matematica,
ha resultado til en situaciones de conteo donde puede obtenerse cualquier nUmero
mayor a cero. Algunos casos de uso exitoso de esta distribucion son los siguientes.

e Andreassen, D.C. (1986). Logra un buen ajuste a una distribucion logaritmica
al analizar frecuencias de accidentes en Australia.

e Deni, S.D. and Jemain, A.A. (2009). Combinan una distribucion logaritmica
con una geométrica en un estudio de secuencias de dias lluviosos y dias
secos en Malasia.

e TutorVista.com, un servicio de tutoria universitaria en linea, reporta como
aplicaciones de la distribucién logaritmica, la modelacion de reclamaciones
en aseguradoras y el conteo del numero de productos que adquieren los
consumidores en cierto periodo de observacion.

La figura 3.1 muestra dos ejemplos de esta distribucion, para 6 igual a 0.5y 0.75.
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Figura 3.1 Funcién de probabilidad Logaritmica.
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3 Otras distribuciones de probabilidad

3.2 Distribucion Logistica

Esta distribucidn es llamada asi debido a que su funcién de distribucién acumulada
(FDA) resulta ser una curva logistica, la cual es usada tipicamente en la modelacion
de crecimiento de poblaciones.

Una de sus aplicaciones mas conocida es la regresion logistica o logit, para estudios
de elecciones discretas de bienes o servicios de usuarios que enfrentan alternativas
de decisidén, como por ejemplo elegir entre viaje en autobus o en tren, bajo diferentes
ofertas de precio y tiempo.

El rango de valores de una variable aleatoria X logistica de parametros a (de
localizacion), b (de escala) y su funcion de densidad de probabilidad (fdp) son:

e~ (559
b[1+e )]

—o<x< 00 —co<a< oo;b>0

fx) =

La media y la varianza de la distribucion Logistica son como sigue.
Media = a

b?m?

Varianza =

La distribucion logistica es simétrica respecto al parametro de localizacién a, y en
algunas circunstancias puede reemplazar a la funcion Normal, y al igual que ésta,
cuando se “normaliza” la variable aleatoria original, se obtiene la densidad (0, 1),
es decir, si:

—a
X ~ Logistica(a,b),entonceslav.a Y = 5~ Logistica(0,1)

Diversos autores han reportado el uso de la distribucion Logistica en trabajos de
investigacion en varios campos. Algunos ejemplos son:

e Van Beek, P. (1978) utiliza una distribucion Logistica para modelar una
politica de revision continua para control de inventarios.

e Rajkai, K. et al. (1996) modelan con una distribucion Logistica caracteristicas
de retencion de agua a partir de datos de densidad de suelos en Suecia.

e Cooray, K. (2005) analiza datos de tiempos de vida introduciendo una
distribucion Logistica modificada que le permite un manejo mejorado de colas
muy largas en la distribucion de los datos.

23



Ampliacién de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

e Krishnamoorty, K. (2006) describe el uso de la Logistica en comparaciones
con la Weibull para estudios de velocidades de viento.

e Bowling, S.R. et al (2009), desarrollan un método de aproximacion a la
funcion de distribucion acumulada ®(x) de la Normal, usando una distribucion
Logistica.

La figura 3.2 muestra dos ejemplos de esta distribucion.

Distribucion Logistica

025

0.20

a=-3, b=2.5

Probabilidad

——a=0,b=3.2

Figura 3.2 Densidad de probabilidad Logistica.

3.3 Distribuciéon Gumbel

Esta distribucion, propuesta por E. J. Gumbel en 1935; se desarrollé para estudiar
los valores mas grandes (extremos) en muestras de datos y originalmente se aplicé
para estimar niveles de inundaciones (Forbes, C. et al, 2011). También se conoce
como Distribucion de valores extremos Tipo |.

El rango de valores de una variable aleatoria X Gumbel de pardmetros a (de
localizacion), b (de escala) y su funcién de densidad de probabilidad (fdp) son como
sigue:

[xza ()
f(x)=%e[” A
—o<x< 0 —co<a< oo b>0
La media y la varianza correspondientes son como sigue, donde y es la constante
de Euler-Mascheroni = 0.5772156649:
Media = a + yb

b?m?

6

Varianza =
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3 Otras distribuciones de probabilidad

La distribucion Gumbel ha resultado apropiada como modelo probabilistico en
situaciones donde interesa estimar probabilidades de que la v.a. de interés alcance
o rebase valores de referencia dados (p. ej. en hidrologia para niveles de lluvia o de
sequia; en el ambiente industrial la estimacién del minimo tiempo de ocurrencia a
una falla en un equipo).

Algunos trabajos de investigacion que ejemplifican el uso de esta distribucién son
los siguientes.

Onoz, B. and Bayazit, M. (1995), reportan el uso de la distribucion Gumbel
como la de mejor desempefio para modelar niveles maximos de
inundaciones con datos de varias regiones del mundo.

Xu, Y.L. (1995) utiliza una distribucibon Gumbel para modelar las
caracteristicas de fatiga por presiones de viento en un edificio de una
universidad de Texas.

Janosikova, L. and Slavik, M. (2014) modelan la llegada de pasajeros a
paradas de autobus de transporte publico en la Republica Eslovaca utilizando
una distribucion Gumbel.

Rehman, K; Burton, P.W. and Weatherill, G.A. (2018) utilizan una distribucién
Gumbel y el método de simulacion Monte Carlo en el andlisis de riesgo
sismico en Pakistan.

La figura 3.3 muestra un par de ejemplos de esta distribucion.

Distribucion Gumbel

—a=-1,b=2.3

Probabilidad

——a=2.5 b=3.75

Figura 3.3 Densidad de probabilidad Gumbel.
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4. Laestimacion de maxima verosimilitud

El proceso de estimacion de pardmetros de una distribucién de probabilidad es el
primer paso en la determinacion de la bondad de ajuste de cualquier muestra de
datos que se ingrese a la aplicacibn ABAL. Los dos métodos de estimacion de
pardmetros usados en la primera version de ABAL fueron: a) el método de
momentos, y b) el método de maxima verosimilitud.

El método de momentos para estimar los parametros de una distribucion se basa
en igualar los momentos de la distribucién tedrica propuesta para los datos, con los
momentos muestrales calculados de los datos que se estan ajustando. Este método
es sencillo de usar, y en general permite estimar los parametros por procedimientos
algebraicos, pero puede dar estimaciones fuera de rango de los parametros tedricos
en algunos casos cuando se manejan muestras pequefias.

El método de maxima verosimilitud estima los parametros de una distribucion
buscando el valor numérico de los parametros que maximizan la probabilidad de
haber obtenido la muestra particular que se esta analizando.

Este método produce resultados mucho mas precisos que el método de momentos,
pero exige un tratamiento matematico mas elaborado. Si la distribucion de
probabilidad a probar es diferenciable, se pueden aplicar los métodos clasicos de
optimizacién, pero en muchos casos el sistema de ecuaciones que resulta para
encontrar los puntos criticos es demasiado complicado y se requieren métodos
numericos para encontrar las soluciones.

En este capitulo se muestra el desarrollo de estimadores de maxima verosimilitud
para las distribuciones que en la primera version de ABAL se manejaron con el
método de momentos, y para las nuevas distribuciones en este trabajo de
ampliacion de funcionalidades de ABAL. Las distribuciones consideradas son:

a) Logaritmica (discreta)
b) Weibull (continua)

c) Logistica (continua)
d) Gumbel (continua)

c) Gamma (continua).
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Ampliacién de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

4.1 Distribucién Logaritmica

Esta distribucion discreta tiene la siguiente funcién de probabilidad.

-1 0k

P[X=k]=m7;

k=1,2,.0; 0<0<1

Dada una muestra x;,x,, ..., X, con media muestral X, el estimador de maxima
verosimilitud 8 para la Logaritmica cumple con la ecuacion (Krishnamoorty, 2006):

X Ln(1-0)
XLln(1-6)-1

0= .. (4.1)

El Gnico dato requerido para el célculo es la media muestral X, sin embargo la
ecuacion (4.1) no calcula & de manera explicita, y no es sencillo despejar el valor
de 8, por lo que es necesario utilizar métodos numéricos para la solucion. Si se tiene
la media X, se podria aproximar el valor de 8 , considerando la diferencia d(8):

XLn(1-9)
XLn(1-0)-1

d(0)=0- . (4.1a)

Al graficar § contra d() puede ubicarse el valor que hace d(8) = 0, donde la curva
cruza el eje horizontal. La figura 4.1 muestra el corte con el eje horizontal entre 0.7

y 0.8. como primera aproximacion a 0 para una media X = 2.15

Diferencia d(é).}? = 2.15
0.10

0.05

0.00

0.9 1.0
-0.05

-0.10

-0.15

6

Figura 4.1 Aproximacion gréfica al parametro 8.
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4 La estimacion de maxima verosimilitud

Para afinar la estimacion de 8 se utiliza el complemento Solver de Excel, en la
opcion de optimizacion no-lineal, usando como punto de busqueda inicial 0.7, que
es limite inferior del intervalo donde se encuentra el cruce con el eje horizontal en
la figura 4.1. La figura 4.2 muestra los valores inicial y final de la solucion con Solver,
donde la celda Objetivo contiene la ecuacién (4.1a).

TABLA INCIAL DE SOLVER TABLA FINAL DE SOLVER
X 0 Objetivo X 0 Objetivo
2.15 0.7 -0.02134 2.15 0.74732453 | 0.00000

Figura 4.2 Estimacion del parametro 8 con Solver de Excel.

4.2 Distribucion Weibull

La distribuciéon Weibull tiene dos parametros: A de forma y k de escala. El rango de
valores de x y su funcion de densidad de probabilidad (fdp) son:

-1
flx) = &(E) e~/ xS 0. Lk>0
k \k
En la primer versién de ABAL se estiman los parametros con una rutina de regresion
lineal basada en linealizar la funciébn de distribucion acumulada con una
transformacién logaritmica; esta estimacion se usa para los valores iniciales A, k,
en la rutina de optimizacion.

Dada una muestra de datos x,, x,, ..., x, para la estimaciéon MLE de los parametros
A, k, debe maximizarse el logaritmo de la funcién de verosimilitud (Nielsen, 2011):

n n " 2
LL(A, k) = nln(d) —nAln(k) + (A —1) ) Ln(x;) — ) ..(42)
Z , ;<k)

Los valores 1, k que maximizan la ecuacion (4.2) son la estimacion MLE requerida.
Dado el caracter no-lineal de esta ecuacion, la maximizacion puede hacerse con un
algoritmo de gradiente generalizado (GRG), que estéa disponible en una rutina tipo
Solver como la que ofrece Excel. El procedimiento de céalculo se ilustra en la hoja
de Excel de la figura 4.3.

La muestra de datos es de tamafio 75, pero so6lo se ven los primeros 10 datos. La
estimacion de valores iniciales Ay, k, se obtienen con la rutina de estimacion para
Welibull usada en ABAL 1.0, y aparece en la tabla marcada en amarillo.
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Ampliacién de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

[1] [2] [3] [4] [5] (6]
Xj Ln Xj (Xi/k)Ar | #Datos n | A | k | 0BJ
9.4 2.24071 0.32616 75 2.03800 16.28830 -256.58097
16.1 2.77882 0.97658
11.3 2.42480 0.47465
14.6 2.68102 0.80011 Valores iniciales con ABAL 1.0
19.3 2.96011 1.41307 Parametros A= 2.0380, k= 16.2883
10.9 2.38876 0.44103  |# datos= 75, gr. de libertad=6,
9 2.19722 0.29850 test Ji-Cuadrada= 6.9745,
8 2.07944 0.23480 |valor critico (nivel signif. a=5%)= 12.5916
20.7 3.03013 1.62984 valor-p=0.3232
24.8 3.21084 2.35554

Figura 4.3 Estimacion de parametros Weibull Ak con Solver de Excel.

Los elementos de la tabla estan organizados como sigue.

Los valores iniciales A, k, generados con ABAL 1.0 estan en las columnas [4] y [5].

La columna [1] tiene los datos x; (son 75; solo se ven los primeros 10). La columna
[2] tiene el valor Ln(x;). Para facilitar los calculos, la columna [3] contiene el valor

(x;/k)* con 4,k en columnas [4] y [5].

El objetivo a maximizar en la columna [6] tiene la ecuacion (4.2), con A,k en
columnas [4] y [5]. Las sumatorias se obtienen con las columnas [2] y [3], y el valor
de n = 75 que se muestra en la tabla.

Con la ecuacion (4.2) en la columna [6] (el objetivo) se corre Solver para maximizar
la casilla OBJ y se encuentran los estimadores MLE para la distribucion Weibull:

La solucion de Solver se muestra en la figura 4.4. 1 = 1.94912,k = 16.70240

[4] [5] 6]
A k | om ]
1.94912 16.70240 -256.24894 Solver encontrd una solucién. Se cumplen todas las

.5916

restricciones y condiciones dptimas.
(® Conservar solucidn de Solver

(O Restaurar valores originales

O Volver al cuadro de didlogo de parametros de
Solver

Aceptar Cancelar

Figura 4.4 Solucion MLE de parametros Weibull Ak con Solver de Excel.
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4 La estimacion de maxima verosimilitud

4.3 Distribucién Logistica

La distribucion Logistica se describe con la siguiente funcion de densidad de
probabilidad (fdp) de dos parametros a, b:

-—C59)

flx)=
YT

—<x< 0 —w<ag< 0 b>0

Dada una muestra de datos x,, x,, ..., x, para la estimaciéon MLE de los parametros
a, b, el logaritmo de la funcién de verosimilitud que debe maximizarse es como sigue
(Zaiontz, C., 2019):

n n _ . X;i —a
LL(a,b)=—a——X—-2 ) Ln [1 + exp <— Z )l —nln(b) ..(4.3)
b b Z ( b )

j
Donde X = %Z’]-lej

La maximizacion se hace con la opcion de optimizacion no-lineal de Solver; los
valores iniciales a,, b, se obtienen con base en el método de momentos como sigue.

n n
_ V3 | 1 _
1
to=X=3) i b= [rog ) oK
k=1

, n—1
j=1

La tabla 4.5 muestra la tabla de calculos en Excel.

[1] [2] [3] [4] [5]
Xk Ln(1+exp-(Xk-a)/b) #Datosn Promedio Xk a b OBIJETIVO
-5.022 1.173364 45 -3.3814 | -3.38135 | 2.04236 | -122.57339 |

-4.739 1.079913

-4.613 1.039482

0.805 0.121149

-1.196 0.294904 Valores iniciales de params.
-3.726 0.781164 a0 b0
-1.699 0.363747 -3.38135  2.04236
-6.782 1.838255

-8.965 2.796793

-2.408 0.482901

Figura 4.5 Estimaciéon de pardmetros a,b de la distribucién Logistica.
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Ampliacién de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

La columna [1] tiene los datos x;.

La columna [2] tiene el valor Ln [1 + exp (— (x’b—_a))] usando a, b de las columnas
[31y [4].

El objetivo a maximizar en la columna [5] tiene la ecuacion (4.3), usando a, b de las
columnas [3] y [4].

La casilla G3 para el valor de b se restringe en el cuadro de Solver como > 0.0001
para asegurar que el algoritmo no pueda ensayar el valor cero en sus rutinas.

Con la ecuacion (4.3) en la casilla OBJETIVO, se corre Solver para maximizar el
valor en esa casilla y se obtienen los estimadores MLE para la distribucién Logistica,
como se muestra en la figura 4.6.

F G H
[31 [4] [5]
a b OBJETIVO Establecer objetivo: $H$3
[ -3.38135 [ 2.04236 [ -122.57330 | )
Para: (®) Max () Min () Valor de: 0
Cambiando las celdas de variables:
$F33:5G33
Sujeto a las restricciones:
$GE3 == 0.0001
Rest
Car
D Convertir variables sin restricciones en no negativas
Método de resolucion: GRG Nonlinear A4

Figura 4.6 Pardmetros de maxima verosimilitud a,b en distribuciéon Logistica.
La solucion de Solver indica los estimadores MLE @ = —3.38135,b = 2.04236

4.4 Distribucidon de Gumbel

La funcion de densidad de probabilidad y los parametros de esta distribucién son:

fo = 26715507

b

—o<x< 0 —0o<a< 0;bh>0
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4 La estimacion de maxima verosimilitud

Dada una muestra de datos x,, x5, ..., x,€l estimador de maxima verosimilitud b
cumple la siguiente condicion (Zaiontz, C., 2019):

spxew(-3)

NE

El valor de a se estima a partir de b como:

o (44)

n
a = —blLn - ' exp (— E) ..(4.5)

j=1

La dificultad para tratar la ecuacion (4.4) es que al estar b en ambos lados de la
ecuacion, no se puede despejar para dejar el parametro b de un solo lado.

Una manera de aproximar el valor de b es considerar la diferencia D de la ecuacion
(4.4.a) la cual se deriva de la ecuacién (1):

x.
Zmen(-})
D=b—-|x- % .. (4.4a)

NE

Probando valores de b en un cierto rango, p.ej. entre 1 y 3.5, se obtiene la gréfica
de la figura 4.7 donde se aprecia que la curva corta al eje horizontal en algin punto
entre 2.6 y 2.8.

Este procedimiento puede dar una guia para encontrar una buena aproximacion
para b sin embargo no es practico, ya que el rango a elegir para graficar no es obvio
a partir del conjunto de datos, ademas de que el grado de precision logrado depende
del incremento usado en los valores tentativos de b.
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Ampliacién de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

Diferencia D para el parametro b Gumbel

Valordeb

Figura 4.7 Aproximacion gréafica al parametro b Gumbel.

Una mejor manera para estimar b se puede usar Solver de Excel para obtener cero
o el valor mas cercano posible en la diferencia de la ecuacion (4.4a). El valor inicial
b, para correr Solver se estima con el método de momentos como indica la
ecuacion (4.6), donde X es la media muestral.

=\2
V6 ?:1(951' - X)

La figura 4.8 muestra la tabla de célculos en Excel.

[1] [2] [3] [4] [5]
Xk Exp (-Xk/b) Xk*Exp(-Xk/b) #Datosn Xprom b OBIJETIVO
-0.236 1.08742 -0.25638 45 | 1.37073 | 2.81337 | 0.0501312412
-1.328 1.60331 -2.12935
1.205 0.65161 0.78518 a
0.930 0.71843 0.66838 -0.23761
-0.372 1.14125 -0.42422 Valor inicial b0
1.930 0.50364 0.97186 2.81337
1.998 0.49151 0.98217
13.162 0.00930 0.12234
0.701 0.77944 0.54641
5.382 0.14762 0.79454

Figura 4.8 Estimacién de parametros a,b de la distribucién Gumbel.
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4 La estimacion de maxima verosimilitud

La columna [1] contiene los datos x;. La columna [2] contiene el valor exp(—x;/b).

La columna [3] contiene el valor xjexp(—xj/b). La columna [4] contiene el valor b
gue cambia Solver para lograr cero en la casilla OBJETIVO.

La columna [5] contiene la diferencia D de la ecuacion (4.4a) que se calcula con las
sumatorias de las columnas [2] y [3] mas el valor b en la columna [4].

El procedimiento inicia poniendo el valor inicial b, calculado con la ecuacion (4.6)
en la casilla de la columna [4] y luego corriendo Solver con la condicion de poner 0
en la casilla OBJETIVO. El valor de a se estima automaticamente con la ecuacion
(4.5) que aparece en anaranjado en la hoja de Excel de la figura 4.9.

#Datos n Xprom b OBIJETIVO
45 1.37073 | 2.81337 | 0.0501312412 |
Establecer objetivo: SGSS‘
n Para: () Max ) Min (®) valor de: o
-0.23761
Jalor inicial b0 Cambiando las celdas de variables:
2.81337 $F$3
Sujeto a las restricciones:
$F33 »=0
Re
Ci
Convertir variables sin restricciones en no negativas
Método de resolucion: GRG Nonlinear v
1

Figura 4.9 Pardmetros de maxima verosimilitud a,b en distribucion Gumbel.

La solucién de Solver es: @ = —0.25056, b = 2.78208.

4.5 Distribucién Gamma

La funcion de densidad de probabilidad y sus parametros son:

fx) = ROVE x@~1e=(/B)

a:forma, B:escala; a, 8 > 0;x = 0

El logaritmo de la funcién de maxima verosimilitud que hay que maximizar es como
sigue:

X
LL(a,B) =n|(a— 1)Ln(x]) — E —aln(B) — Ln(F(a)) . (4.7)
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Ampliacién de funcionalidad de la aplicacion ABAL 0.1 para pruebas de bondad de ajuste.

Donde Ln(x]) es el promedio de los logaritmos de los datos x;, y X es el promedio
de los x;.
]

Se sabe que el maximo de (4.7) ocurre si § = g (Zaointz, C., 2019); asi que con ese
valor para £, la estimacion de a se hace con Solver maximizando la ecuacion (4.7).

El valor inicial a, se estima con el método de momentos con la ecuacion (4.8) ):

72

my
Ao = ﬁ (48)
m; —m

La figura 4.10 muestra la hoja de Excel para los calculos.

[11 [2] 3] [41 [5] [6] [71
Xk Ln(Xk) m'l m'2 #Datos n @ B OBIJETIVO
1312.8 7.180 827.432 | 835032.811 | 41 | 455246 | 181.75486 | -300.4898011 |
734.3 6.599

427.4 6.058 Valor inicial

744.3 6.612 o0

686.9 6.532 4.55246

954.1 6.861

1147.5 7.045

550.2 6.310

701.6 6.553

596.5 6.391

Figura 4.10 Estimacién de parametros a,p de la distribucién Gamma.
La columna [1] contiene los datos x;. La columna [2] contiene los valores Ln(xj).

Las columnas [3] y [4] contienen los momentos muestrales para calcular el valor
inicial a, con la ecuacion (4.8).

La columna [5] contiene el valor a para la estimacién con Solver. La columna [6]
contiene el valor B calculado a partir de @ con la ecuacion g =

R IX>

La columna [7] contiene la ecuacion (4.7) que es lo que maximiza Solver, y usa los
valores «a, 8 de las columnas [5] y [6]. El planteamiento con Solver es:
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4 La estimaciéon de maxima verosimilitud

[5] [6] [71
@« B OBIETIVO Establecer objetivo: $K$18
| 455246 | 181.75486 | -300.4898011 |
Para: (®) Méx () Min (") valor de: 0

Cambiando las celdas de variables:
$F$3

Sujeto a las restricciones:

$F$3 =0 Agr
Can
Elim
Restable
Cargary

Convertir variables sin restricciones en no negativas
Método de resolucién: GRG Monlinear w Opc

Figura 4.11 Estimacién de parametros «a,B de la distribucion Gamma.

La solucion que se obtiene de Solver es:

[5] [6] [71
o B OBJETIVO
4.27780 | 193.42476 | -300.4462076 |

Figura 4.12 Solucién de Solver.
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5. Ejemplos de uso de ABAL con datos
reales

La versién ABAL 0.1 ofrece en su menud una colecciéon de ejemplos de bondad de
ajuste usando datos reales de diversas fuentes, que se resolvieron con las rutinas
que ofrece ABAL. Estos ejemplos muestran casos de las distribuciones que
aparecen en el menu, como son: Uniforme, Normal, Exponencial, Lognormal, etc.

En este capitulo se muestran algunos ejemplos mas, con las nuevas distribuciones
gue se han agregado al mena: la distribucion Logaritmica del tipo discreto, y las
distribuciones continuas Logistica y Gumbel. Los ejemplos mostrados usan datos
reales de distintas fuentes.

5.1 Ejemplo de la distribucién Logaritmica

La distribucion Logaritmica es del tipo discreto y los posibles valores que puede
tomar son los numeros enteros positivos: 1, 2, 3, ... Esta caracteristica la hace
apropiada para modelar conteo de eventos aleatorios que sélo pueden tomar esos
valores.

Los datos de la tabla 5.1 son numero de tripulantes de vehiculos utilitarios
registrados en la Estacion 246 “Playas de Tijuana” en las encuestas origen-destino
2010 del Estudio Estadistico del Autotransporte Nacional (EECAN) del IMT. El
ajuste a una distribucién Logaritmica se muestra enseguida.

Tabla 5.1 Num. de tripulantes de vehiculos utilitarios. Estacion 246 “Playas de Tijuana”
EECAN 2010.

N[R(RR NP -
AN WFR[R(N

Wk Rk RINN A
RINR(RRRINN
RPIRRINN RN
NR|R|R Rk, N
N[ R(R|R NP

2 1

Fuente: Estudios realizados por el IMT

La muestra es de tamarfio 56; el maximo es 4 y su promedio es X = 1.5357.

Este promedio se usa en el procedimiento descrito en la seccion 4.1 y se obtiene la
estimacion del parametro . El resultado de Solver se muestra enseguida
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0 Objetivo
0.55263 | 0.000000033

Con esta estimacion 8 = 0.55263 se realizé una prueba Ji-cuadrada de bondad de
ajuste, con el resultado que se muestra en la figura 5.1.

Interv Prob FO FE JiCuad
1 0.68704 34 38.47409 0.52028
2 0.18984 17 10.63091 3.81579
3 0.06994 2 3.91662 0.93791
4 0.02899 3 1.62332 1.16751

»>=5 0.02420 0 1.35507 1.35507
56 56 7.7966

] 0.55263 g.l. V.Crit
4 0.48773

valor-p
0.09932

Figura 5.1 Prueba Ji-cuadrada para distrib. Logaritmica.

El valor de la prueba Ji-cuadrada es 7.7966, menor al valor critico para 4 grados de
libertad que es 9.48773. En la tabla se aprecia también el valor-p de esta prueba
que es 9.932%, que supera el 5% de significancia de la prueba.

Este resultado indica que la variable nimero de tripulantes en vehiculos utilitarios
se distribuye como una Logaritmica de parametro 0.55623.

La figura 5.2 muestra el histograma de los datos en términos de probabilidad
empirica (barras color naranja) comparado al ajuste de la prueba Ji-cuadrada (en
linea de puntos azul), que corresponde a la distribucién tedrica de los datos.
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Ajuste datos Logaritmica
0.70 .
0.60
0.50
=
[1-]
T 0.40
3
4 030
= : Histog-datos
0.20 ... e -- Theta = 0.55263
0.10 .
0.00 e .
1 2 3 a 5
X

Figura 5.2 Prueba Histograma de datos y ajuste de Logaritmica 8 = 0.55263.

5.2 Ejemplo de la distribucion Logistica

La distribucion Logistica es del tipo continuo, es simétrica alrededor de su parametro
a, su dominio de valores es el eje real (—o, ) y en ocasiones puede usarse en
lugar de la Normal.

Los datos de la tabla 5.2 son envios mensuales de algodén (ton) exportado a
Estados Unidos en 2019 por el cruce de Nuevo Laredo, registrados en el sistema
Transborder Freight Data del Bureau of Transportations Statistics norteamericano
(https://www.bts.gov/transborder).

Tabla 5.2 Exportacién de algodén a EUA por Laredo, 2019 (tons).

816.947 683.282 755.913
627.784 541.986 543.690
627.123 702.175 477.182
484.088 799.890 594.595

Fuente: Estudios realizados por el IMT

El ajuste de estos datos a una distribucion Logistica se desarrolla enseguida.
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Los valores iniciales ay, b, se obtienen como sigue.

n
ap=X= lz X; = 637.88792
n
j=1

b():

V3|1
VA

n
Z(xk _%)? = 63.96661
n—1 £t

Con estos valores se aplica el procedimiento de la seccion 4.3, y se obtiene la
estimacion de maxima verosimilitud de los parametros. El resultado de Solver se
muestra en la figura 5.3

[3] [4] [5]
a b OBJETIVO

£35.13341 | 67.23011 | -74.07150 1 Solver llegd a la probabilidad para una solucidn global.

(%) Conservar solkodn de Sobver

() Restaurar vaiores onginales

O Valver al cuadro de didlogo de pardmetros de
Solver

Aceptar | Cancelar |

Figura 5.3 Estimacién de parametros a, b de la Logistica.

La estimacion de maxima verosimilitud indica los parametros para la distribucion
Logistica de los embarques de algodén como @ = 635.18941,b = 67.23011.

La gréfica Q-Q que se muestra en la figura 5.4 indica que los datos ajustan
razonablemente a una distribucion logistica con los parametros estimados, con la
mayoria de puntos cercanos a la recta de igualdad Y = X.
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Figura 5.4 Grafica Q-Q de datos de exportacion de algodén ajustados a una

distribucion Logistica.

5.3 Ejemplo de la distribucion Gumbel

La distribucion Gumbel o distribucién de Valores Extremos es continua, con valores
en el eje real (—oo, ) y tiene dos pardmetros a, b con a en el eje real y b positivo.

La tabla 5.3 muestra el valor de dafios materiales (miles de délares) en accidentes
registrados en carreteras federales a nivel estatal en 2018 en el Anuario estadistico

de accidentes del IMT (Cuevas A.C., Mayoral, E. F. y Mendoza A., 2018).

Tabla 5.3 Dafios materiales (miles de délares) por accidentes en carreteras federales por

estado en 2018.

778.68 415.11 618.36 1617.62
1545.92 993.02 1812.89 1601.37
613.26 3498.75 4711.31 1756.29
778.92 2408.81 1029.41 1972.04
1061.40 2246.00 2550.28 1339.93
522.16 2769.22 2116.42 6257.96
2202.65 3719.10 879.96 703.84
1374.34 2790.62 2273.27 2045.60

Fuente: Estudios realizados por el IMT
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Estos datos muestran buen ajuste a una distribucion Gumbel, como se explica
enseguida. El valor inicial del parametro b se calcula como sigue:

ﬁ ?:1("1’ _)_()2

= 1000.03855
T n—1

b0=

Donde el promedio de los datos X = 1906.39094.

Con este valor, se usa el procedimiento de la seccion 4.4 para obtener la estimacion
de maxima verosimilitud de los parametros a, b Gumbel. La solucién con Solver se
muestra en la figura 5.5.

D E F G
[4] 5]
#Datos n Xprom b OBIETIVO ol . elén. & | el
: ~onitr ueldn. e © i
32 1906.39094 | 863.73763 | -0.0000676949 | CIVEr Enconird una salucion. 5e cumplen tocas fas
restricciones y condiciones Sptimas.
a 1% Conservar solucdn de Sohver
1369.34656
Valor inicial b0 () Restaurar valores oniginalkes
1000.03855

O Valver al cuadro de dislogo de parametros de
Solver

Aceptar ||%""";;;;‘._;i;;"""g|

Figura 5.5 Estimacion de parametros a, b de la Gumbel.

El resultado de la figura 5.5 indica un ajuste de los datos a una distribucion Gumbel
de parametros a = 1369.34656, b = 863.73763.

La figura 5.6 muestra la grafica Q-Q para este ajuste, donde se aprecia buena
cercania a la recta de igualdad Y = X, excepto por algunos valores en la cola
superior, donde hay mas distancia respecto a la recta.
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Grafica Q-Q
Gumbel (1369.34656, 863.737625)
T, 000 e
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Figura 5.6 Gréafica Q-Q de datos de dafios materiales en accidentes carreteros

ajustados a una distribucién Gumbel.

Los ejemplos mostrados indican que en cada caso se tiene una buena estimacion
de pardmetros para cada una de las distribuciones consideradas. Para un resultado
mas formal, se pueden correr las respectivas rutinas de ABAL para dar el resultado
de estimacion completo con algunas de las pruebas estadisticas disponibles.
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6. Resultados y conclusiones

Con la ampliacion de funcionalidad de la aplicacion para bondad de ajuste en linea,
que se presenta en la version ABAL 1.0, se dispone ya de un menu con ocho
distribuciones continuas y cinco distribuciones discretas para ajustar datos de
modelos probabilisticos de uso comun en ingenieria y en el campo del transporte.

La adicion de la capacidad de generar graficas Q-Q y graficas P-P de los datos
modelados, afiade la posibilidad de una visualizacion del ajuste de los datos como
un complemento gréafico que facilita la interpretacion de los resultados permitiendo
gue los usuarios tengan reportes de resultados mas completos.

Por otra parte, el modulo gréafico que genera densidades de probabilidad que el
usuario identifica con los parametros de su interés, asi como la capacidad de tener
graficas multiples para comparar densidades distintas y sus coberturas de
probabilidad entre los limites que el usuario indique, son de utilidad para decidir el
modelo de probabilidad que mejor se adapte al contexto de modelacién del usuario.
Asi, cuando en un conjunto de datos el usuario se encuentre con que dos
densidades distintas, p. ej. la Weibull y la Logistica ajustan satisfactoriamente con
sus datos, el usuario puede decidir con base en su discusién teérica, o en los
antecedentes de la disciplina en que trabaja (transporte, ingenieria civil, economia,
etc.) cual de las densidades aceptables se adapta mejor a su marco de referencia.

La adicién de los ejemplos de ajuste de datos con casos reales para las nuevas
distribuciones que se ofrecen en ABAL 1.0, brinda a los usuarios una coleccién mas
amplia de datos reales para que pueda realizar sus pruebas y detectar
oportunidades de uso de las distribuciones que se muestran en los ejemplos.

Lineas de trabajo futuro

Con el desarrollo e integracion de las nuevas funcionalidades de la aplicacion para
bondad de ajuste en linea, la version ABAL 1.0 ofrece a los usuarios una
herramienta estadistica con mayores alcances.

Sin embargo, durante su desarrollo y la revision de fuentes bibliograficas, surgieron
nuevas ideas que podrian brindar al usuario mas opciones de calculo. Por ejemplo,
mostrar nuevos estilos de graficas mas atractivas que faciliten la comparacion entre
diferentes representaciones visuales, y asi, brindar una influencia sustancial en los
conocimientos que se pueden extraer de la visualizacion.

Algunos ejemplos de ello son:

e Especificar la cantidad de intervalos de clase o categorias.
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En algunos casos podria ser Gtil "encoger" las barras ligeramente para
enfatizar la naturaleza categorica del eje. Ver figura 6.1.

Figura 6.1 Enfatizar la categoria del eje.

De forma predeterminada, los diferentes histogramas estan "superpuestos”
uno encima del otro y, en algunos casos, pueden ser dificiles de distinguir,
(Waskom, M., 2012-2020). Una opcidn es tener una casilla disponible para
activar el cambio de la representacion visual del histograma a un diagrama
de "pasos". Ver figura 6.2.

species
[ Adelie
1 chinstrap
[ Gentoo

7o 180 190 200 210 220 230
flipper_length_mm

Figura 6.2 Diagrama de pasos.
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6 Resultados y conclusiones

Durante el desarrollo de esta fase, se identificd D3.js, una libreria JavaScript para
manipular documentos basados en datos. Esta es una buena opcion para
desarrollar graficos interactivos, particularmente beneficioso para la comparacion
de distribuciones, debido a que trabaja directamente sobre las capacidades que los
navegadores Web ofrecen.

Con la revision de ejemplos en la Web, se observo que la ejecucion de graficos con
D3 es muy rapida, y ademas, admite grandes conjuntos de datos y comportamientos
dindmicos. En este sentido, se pretende explorar mas a fondo esta libreria y si
resulta viable, se implementara mas adelante en ABAL.

Por otro lado, es importante mencionar que, una vez que se actualicen las nuevas
funcionalidades en ABAL y sean usadas por un gran numero de usuarios en la Web,
se espera continuar recibiendo su valiosa retroalimentacion. Se evaluaran las que
resulten pertinentes y se procedera a realizar los ajustes necesarios. De esta forma
se mejorara continuamente la funcionalidad de ABAL. Los ultimos cambios seran
visibles en la seccion de ayuda de la aplicacion.

Es importante mencionar que, con las actualizaciones antes mencionadas, ABAL
pasara de la versiéon 0.1 a la 1.0. Conforme se desarrollen mas funciones, estas
versiones se incrementaran hasta lograr una version mas estable y completa pero
sobre todo, con incrementos que sean Utiles para los usuarios.
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